
2 Кiрiспе

Математиканың ең қарқынды дамып келе жатқан бағыттарының бiрi -
сұйық механикасының әр алуан есептерiн математикалық талдау. Қазiргi
кезде математика, физика, механика, биология және мұнай-газ өнеркәсiбi,
медицина, су ресурстары және тағы да басқа ғылым мен техниканың сала-
ларының дамуы көптеген ньютондық және ньютондық емес сұйық механи-
касы процестерiн қатаң жан-жақты математикалық зерттеудi және идеялық
тұрғыдан дамытуды талап етуде. Себебi аталған салаларда көптеген обьек-
тiлер осындай қасиеттерге ие.

Зерттеу өзектiлiгi.Ежелгi заманнан берi cұйықтың ашық және жабық
арналардағы қозғалысы, сондай-ақ ыдыстың қабырғасына немесе сұйықпен
ағып жатқан қатты денеге күштiк әсер етуiн зерттеу математикадағы көпте-
ген әрi сан алуан мәселелердiң көзi болып табылады. Сұйықтың қозғалыс за-
ңдылығының қарапайым математикалық модельдерiн зерттегенде көптеген
мәселелер туындайды және олардың басым бөлiгi күнi бүгiнге дейiн шешiл-
мей келедi.

Бұл диссертациялық жұмыс күрделi реологиялық қасиеттерi ескерiлген
сығылмайтын бiртектi және бiртектi емес сұйық ағындарын сипаттайтын
сызықты және сызықты емес Кельвин-Фойгт (Навье-Стокс-Фойгт) теңде-
улерi үшiн жаңа қойылымды тура және керi есептердiң әлсiз және әлдi ше-
шiмдерiнiң бар болуы мен жалғыздығы мәселелерiн зерттеуге арналған. Бар-
лық мүмкiн болатын қасиеттерi ескерiлген ньютондық және ньютондық емес
сұйықтар ағынын сипаттайтын сызықты және сызықты емес Кельвин-Фойгт
жүйесi үшiн керi және тура есептердi зерттеу теориялық тұрғыдан да, прак-
тикалық тұрғыдан да маңызды әрi өзектi болып табылады.

Сұйық механикасы туралы ең алғашқы ғылыми трактаттар бiздiң зама-
нымызға дейiнгi 250 жылдары ежелгi Грекияда пайда болды. Архимед (287-
212 б.з.д.) өзiнiң екi бөлiмнен тұратын "Жүзетiн денелер туралы"атты шы-
ғармасында сұйықта жүзетiн дененiң тепе-теңдiгi сұрақтарын қарастырған
едi. Сұйық қозғалысы туралы "гидродинамика"ғылымының пайда болуы,
сұйық пен газ ағынының қозғалысын өзiндiк тәжiрибелер арқылы зерттеген
Л. Да Винчи (1452-1519), С. Стеван (1548-1620), Г. Галилей (1564-1642), Б.
Паскаль (1588-1651), Э. Торричелли (1608-1647), И. Ньютон (1643-1727) және
тағы басқа да ғалымдардың есiмiмен тiкелей байланысты. Мәселен, 1643 жы-
лы Э. Торричелли саңылаудан ағып жатқан сұйықтың жылдамдығы саңылау
үстiндегi биiктiкке тура пропорционалдығы туралы формуласын қорықтан
едi. Ал, 1653 жылы Б. Паскаль тек сұйық пен газдардың қозғалысы бары-
сында қысымның тұрақты болуы туралы заңды тұжырымдады. И. Ньютон
жанама кернеу мен жылдамдық градиентiнiң сызықты тәуелдiгi жөнiнде за-
ңын ашты. Алайда, сұйық механикасының ғылыми негiзiн ХVIII ғасырдың
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ғалымдары Д. Бернулли (1700-1783), Л. Эйлер (1707-1783), Ж.Л. Даламбер
(1717-1783) қалаған едi. Д. Бернуллидiң көпжылдық ғылыми iзденiстерiнiң
нәтижесiнде 1738 жылы жарық көрген "Гидродинамика"атты монографи-
ясында энергияның сақталу заңының салдары ретiнде сығылмайтын сұйы-
қтың стационарлық ағысының теңдеуiн жария еттi. Ал Л. Эйлер 1757 жылы
Д. Бернуллидiң нәтижесiн сығылатын сұйық (газдар) үшiн қорытындылап,
сонымен қатар, идеал сұйықтың қозғалыс теңдеуiн тұжырымдаған едi. Одан
кейiн оның жұмысын Ж.Л. Лагранж (1736-1813) жалғастырды. Ж.Л. Да-
ламбер сұйықтың тепе-теңдiгi мен қозғалысы туралы өзiнiң трактаттарын
жазды. А. Навье (1785-1836) молекулалардың өзара әсерлесуi гипотезасы-
ның көмегiмен тұтқыр сұйықтың қолғалысының теңдеуiн тұжырымдады. Д.
Стокс (1819-1903) аксиоматикалық негiзде тұтқыр сұйықтың қозғалыс теңде-
уiн қорытып шығарды. О. Рейнольдс (1842-1912) тұтқыр сұйықтың қозғалы-
сын зерттей отырып, оның ламинарлы және турбуленттi ағысы түсiнiгiн ен-
гiздi, сонымен қатар, ламинарлы ағыс түрiнен турбуленттi ағыс түрiне және
керiсiнше қалай жылдам өтуге болатынын көрсеттi. Л. Больцман (1844-1906)
газ немесе сұйық бөлшектерiнiң статистикалық үлестiрiмiн сипаттайтын заңы
арқылы гидродинамика теңдеулерiнiң кинетикалық негiздемесiн жасады.

Жоғарыда есiмдерi аталған және басқа да ғалымдар бүгiнгi таңдағы негiз-
гi математикалық модельдердi құрып әрi шын мәнiнде классикалық гид-
родинамиканың түпнегiзiн жасаған едi. Сондай-ақ, сұйықтың физикалық
ерекшелiгiн сипаттау үшiн кеңiстiктiк пен уақыттық айнымалыларға тәуелдi
сұйықтың жылдамдығы мен қысымы қанағаттандыратын дифференциалдық
теңдеулер жүйесiн алды.

Шенелген Ω ⊂ Rd, d = 2, 3 облыста бiртектi емес сығылмайтын сұйықтың
[0, T ], T > 0 уақыт аралығында қозғалысы келесi Коши теңдеулер жүйесiмен
сипатталады:

∂ (ρu)

∂t
+ divdivdiv (ρu⊗ u) + grad p = divdivdiv σ + ρf , (x, t) ∈ Ω× [0, T ], (2.1)

divdivdiv u = 0, (x, t) ∈ Ω× [0, T ], (2.2)

ρt + divdivdiv(ρ · u) = 0 (2.3)

мұндағы u(x, t) = (u1(x, t), ..., ud(x, t))− cұйықтың жылдамдық векторы,
p(x, t)− cұйықтың қысымы, f(x, t) = (f1(x, t), ..., fd(x, t))− сұйыққа әсер ету-
шi сыртқы күштердiң тығыздығы, ρ(x, t)− cұйықтың тығыздығы, σ− кернеу
тензорының девиаторы және trσ = 0. Ал, divdivdiv σ векторы - ∇ (набло) векто-
ры мен кернеу тензорының девиаторы арасындағы скаляр көбейтiндi, оның
компоненттерi (

d∑
j=1

∂σ1j
∂xj

,

d∑
j=1

∂σ2j
∂xj

, ...,

d∑
j=1

∂σdj
∂xj

)
.
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Кернеу тензорының девиаторын (2.1)-(2.3) теңдеулер жүйесiнiң белгiсiз-
дерi арқылы өрнектеу үшiн кернеу тензорының девиаторы мен деформация
тензоры және олардың уақыт бойынша туындылары арасындағы қатынас
қолданылады. Деформация тензорын ε арқылы белгiлейдi, ал оның компо-
ненттерi келесi өрнекпен анықталады

ε = (εij)
d
i,j=1 , εij = εij(u) =

1

2

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)
.

Мұндай кернеу тензорының девиаторы мен деформация тензоры және олар-
дың уақыт бойынша туындылары арасындағы қатынас реологиялық қатынас
деп аталады.

Егер кернеу тензорының девиаторы σ ≡ 0 болса, онда идеал сығылмай-
тын сұйықтың қозғалысын сипаттайтын Эйлер теңдеулер жүйесi тұжырым-
далады

∂ (ρu)

∂t
+ divdivdiv (ρu⊗ u) + grad p = ρf , (x, t) ∈ Ω× [0, T ], (2.4)

divdivdiv u = 0, (x, t) ∈ Ω× [0, T ], (2.5)

ρt + divdivdiv(ρ · u) = 0 (2.6)

Алайда, соңғы бiр жарым ғасырдан астам уақытта гидродинамика саласын-
да негiзiнен ньютондық сұйықтың қозғалысы зерттелiнiп келедi. Ньютондық
сұйықтың қозғалысының реологиялық қатынасы

σ = 2νε (2.7)

өрнегiмен анықталады, мұндағы ν− тұтқырлықтың кинематикалық коэффи-
циентi. Кернеу тензорының девиаторы (2.7) өрнек бойынша мәнiн (2.1)-(2.3)
теңдеулер жүйесiне қойғанда

∂ (ρu)

∂t
+ divdivdiv (ρu⊗ u) + grad p = ν∆u+ ρf , (x, t) ∈ Ω× [0, T ], (2.8)

divdivdiv u = 0, (x, t) ∈ Ω× [0, T ], (2.9)

ρt + divdivdiv(ρ · u) = 0 (2.10)

Навье-Стокс теңдеулер жүйесi қорытылады. Бiрақ, 1971 жылы Павловский
жұмысында [1] әлсiз концентрлi су-полимерлi қоспаларының моделi үшiн кер-
неу тензорының девиаторын (2.7) өрнектiң орнына келесi түрде анықтады

σ = 2νε+ 2κ
∂ε

∂t
, ν > 0, κ > 0, (2.11)
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мұндағы κ−ретардация уақыты немесе деформацияның релаксация уақыты.
Кернеу тензорының девиаторы (2.11) өрнек бойынша мәнiн (2.1)-(2.3) теңде-
улер жүйесiне қойғанда

∂ (ρu)

∂t
+divdivdiv (ρu⊗ u)+grad p = ν∆u+κ∆ut+ ρf , (x, t) ∈ Ω× [0, T ], (2.12)

divdivdiv u = 0, (x, t) ∈ Ω× [0, T ], (2.13)

ρt + divdivdiv(ρ · u) = 0 (2.14)

тұтқыр сығылмайтын бiртектi емес сұйықтың релаксациялық қасиеттерiн
сипаттайтын Кельвин-Фойгт (Навье-Стокс-Фойгт) теңдеулер жүйесi тұжы-
рымдалады. Ең алғаш мұндай теңдеулер жүйесi туралы туралы 1966 жылы
Мәскеуде өткен математиктердiң халықаралық конгрессiнде О.А. Ладыжен-
ская баяндамасында [2] айтылып, Навье-Стокс жүйесiнiң регуляризациясы
ретiнде ұсынылды.

Сөйтiп, Кельвин-Фойгт сұйығының математикалық моделiн негiзге ала
отырып, релаксация уақыты дискреттi үлестiрiлген және кешiгу уақытынан
тұратын сызықты тұтқыр серпiмдi сұйықтың феноменологиялық теория-
сы қалыптасты. Осындай қасиеттерге ие L−реттi Кельвин-Фойгт сұйықты-
ғының реологиялық қатынасы келесi өрнекпен анықталады(

1 +
L∑

k=1

λk
∂k

∂tk

)
σ = 2

(
ν +

L+1∑
k=1

κk
∂k

∂tk

)
ε, λL, µL+1 > 0, L = 1, 2, ...,

(2.15)
мұндағы λk−релаксация уақыты, κk−кешiгу уақыты.

Ендi соңғы өрнектен σ кернеу тензорының девиаторын өрнектеу үшiн оған
және ε деформация тензорына, сондай-ақ, олардың уақыт бойынша туын-
дыларына бастапқы шарттар қажет. Ол бастапқы шарттар келесi өрнекпен
анықталады

∂kε

∂tk

∣∣∣∣∣
t=0

= gk(x), x ∈ Ω, k = 0, ..., L; (2.16)

∂kσ

∂tk

∣∣∣∣∣
t=0

= hk(x), x ∈ Ω, k = 0, ..., L− 1. (2.17)

Егер L = 1 жағдайда (2.15) өрнекке t айнымалысы бойынша Лаплас түрлен-
дiруiн қолданып және (2.16), (2.17) бастапқы шарттарда gk = 0, hk = 0 деп
ұйғарсақ, онда кернеу тензорының девиаторы

σ = 2κ
∂ε

∂t
+ 2νε+ 2β

t∫
0

e−α(t−τ)εdτ, α, β > 0, (2.18)
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өрнегiмен тұжырымдалады. Егер (2.18) өрнекте β = 1, α = 1 және e−t

функциясының орнына жалпы түрдеK(t) функциясын қарастырып, шыққан
нәтиженi (2.1)-(2.3) Коши теңдеулер жүйесiне қойғанда, сәйкесiнше, келесi
теңдеулер жүйесi алынады

∂ (ρu)

∂t
+divdivdiv (ρu⊗ u) + grad p =

ν∆u+ κ∆ut +

t∫
0

K(t− τ)∆udτ + ρf , (x, t) ∈ Ω× [0, T ],
(2.19)

divdivdiv u = 0, (x, t) ∈ Ω× [0, T ], (2.20)

ρt + divdivdiv(ρ · u) = 0. (2.21)

Бұл (2.19)-(2.21) теңдеулер жүйесi жоғарыда атап өткендей бiртектi емес нью-
тондық емес сұйықтың ағынын сипаттайды. Егер қарастырылып отырған
сұйық бiртектi, яғни тұрақты тығыздықты (ρ = const) болса, онда мұндай
сұйықтың қозғалысы ρ = 1 дербес жағдайда

ut+(u · ∇)u+ gard p =

ν∆u+ κ∆ut +

t∫
0

K(t− τ)∆udτ + f , (x, t) ∈ Ω× [0, T ],
(2.22)

divdivdiv u = 0, (x, t) ∈ Ω× [0, T ], (2.23)

теңдеулер жүйесiмен тұжырымдалады. Соңғы (2.22)-(2.23) теңдеулер жүй-
есiн интегро-дифференциалдық Кельвин-Фойгт теңдеулер жүйесi деп атай-
ды. Алайда, Звягин мен Турбин [3] атап өткендей, Кельвин де, Фойгт те кер-
неу тензорының девиаторы мен деформация тензоры арасындағы реология-
лық қатынасты немесе тұтқыр серпiмдi сұйық үшiн конститутивтiк теңдеулер
жүйесiн ұсынбаған. "Кельвин-Фойгт теңдеулер жүйесi"деген атауды ғылымға
енгiзген және оны зерттеумен қарқынды түрде айналысқан, О.А. Ладыжен-
ская ғылыми мектебiнiң өкiлi әрi шәкiртi А.П. Осколков едi. Сонымен қатар,
(2.22)-(2.23) теңдеулер жүйесiн ең алғаш зерттеп бастаған А.П. Осколков [4]
болғандықтан, кейбiр ғалымдардың ғылыми еңбектерiнде "Осколков теңде-
улер жүйесi"деген атау да кездеседi.

Математиканың cұйық механикасы саласындағы есептердi екi түрге бөлу-
ге болады: тура және керi есептер. Тура есептер әдетте сыртқы күштер, фи-
зикалық коэффициенттер және басқа да параметрлер сияқты кейбiр деректер
берiлген табиғи немесе өндiрiстiк процестердi модельдеу мәселелерi ретiнде
түсiнуге болады. Керi есептер кез келген қолданбалы тура есептер секiлдi
өмiрдегi практикалық қолданыстар мен қажеттiлiктерден туындайды [5–7].
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Мәселен, керi есептер физикалық құбылыстарды модельдеумен қатар, физи-
калық процестiң белгiсiз параметрiн қалпына келтiру қажетiлiгiнен туындай-
ды. Олар математикадағы ең маңызды iргелi есептердiң бiрi болып табыла-
ды, өйткенi ол тiкелей бақылауға қолжетiмсiз, есептеу мүмкiн емес белгiсiз
параметрлер туралы мәлiметтер бередi.

Сондықтан барлық мүмкiн болатын қасиеттердi ескере отырып, ньютон-
дық емес сұйық механикасының сызықты және сызықты емес теңдеулерi
үшiн тура және керi есептердi зерттеу маңызды болып табылады. Соңғы
бiр жарым ғасырда математиктердiң сұйық механикасы саласындағы негiзгi
зерттеу нысаны бiртектi және бiртектi емес ньютондық сұйықтардың қозға-
лысын сипаттайтын Навье-Стокс теңдеулерi үшiн тура есептер болды және
олар бойынша көптеген жұмыстар бар. Математикалық тұрғыдан алғанда,
бұл тақырыптар бойынша негiзгi жұмыстар, Ж. Леренiң [8], О.А. Ладыжен-
ская [9], Т. Като [10], Р. Темам [11], Ж. Лионс [12], Седов [13], В. да Вейга
және Валли [14, 15], Антонцев, Кажихов және Монахов [16], Симон [17], Х.
Чой, Х. Ким [18], М. Өтелбаевтың [19, 20], Ш. Смағұловтың, Н. Данаевтың,
Н. Темiрбековтың [21–23] және т.б. авторлардың еңбектерiн атауға болады.
Дегенмен, 3D стационарлы емес және сызықты емес Навье-Стокс жүйесiнiң
уақыт бойынша бiрмәндi глобальдi шешiмдiлiгi мәселесi әлi де ашық күйiнде
қалып отыр [24]. Сондықтан оны Клей математика институты математика-
ның алтыншы мыңжылдық есебi деп жариялады. Алайда, осы күнге дейiн
Навье-Стокс және басқа да сұйық механикасы теңдеулерi үшiн керi есептер
жеткiлiктi түрде зерттелiнбеген. Мысалға, ньютондық сұйық механикасы-
ның керi есептерi бойынша бiрнеше мақалаларды атауға болады, мәселен,
Прилепко [5], Васин [25], У.У. Әбiлқайыров пен С.Е. Айтжанов [26,27], Дже-
налиев [28, 29], Фурсиков [30], Чебаторев [31], Накамура [32], Ямамото [33]
және ондағы сiлтемелердегi жұмыстар. Әйтсе де, соңғы жылдары классика-
лық сұйық механикасының моделдерiмен сипатталмайтын ньютондық емес
сұйықтың қозғалысын [3,34–37] зерттеу математика мен физикада кең тара-
ды. Осындай сұйыққа әртүрлi полимерлiк ерiтiндiлер, қоспалар, суспензия-
лар, қан, битум, жер қыртысы, әлсiз концентрлi сулы полимерлi ерiтiндiлер,
кремдер, майлар және басқа да осы сияқты сұйық мысал бола алады. Мұн-
дай ньютондық емес сұйықтың негiзгi үлгiлерiнiң бiрi – серпiмдi қасиеттерi
ескерiлген тұтқыр және сығылмайтын ньютондық емес сұйық, олардың бiр-
тектi емес қозғалысы (2.22)-(2.23) Навье-Стокс-Фойгт жүйесiмен сипаттала-
ды [3,38,39].

Бұл бiртектi емес сұйықтың модельдерi тiптi тура есептер үшiн де мате-
матикалық тұрғыдан жеткiлiктi түрде зерттелмегенiн байқауға болады, өйт-
кенi олар классикалық сұйық механикасы шығаратын есептерден де күрделi.
Мысалға, бiртектi сұйыққа арналған еңбектер ретiнде, О.Ладыженскаяның,
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А.П.Осколковтың, Жиков пен Пастухованың, С.Н. Антонцев, Х.В. де Оли-
вейра, Х. Хомпыш, В.Г. Литвинов, В.Г. Звягин, М. Турбин, В.К. Қаланта-
ров, К.Р. Ражогопал, Н.А. Каразеева, Е.В. Юшков, E. Тити және басқалары-
ның (мысалы, [3,38,40–50] және ондағы сiлтемелер) жұмысын атауға болады.
Бiздiң бiлуiмiзше, ньютондық емес сұйық механикасы есептерiне керi есеп-
тердi зерттеу жоқтың қасы. Мәселен, жады мүшесi жоқ (серпiмдiлiк қасиетi
ескерiлмеген) және тығыздығы тұрақты (ρ = const) жағдайлар үшiн керi
есептердi соңғы жылдары Әбiлқайыровтың [51], Кумар [52], Федоров [53,54],
Антонцев пен Х. Хомпыштың [55–58] жұмыстарынан және т.б. еңбектерден
көруге болады.

Зерттеу мақсаты. Диссертациялық жұмыстың мақсаты бiртектi және
бiртектi емес сұйықтың ағынын сипаттайтын сызықты және сызықты емес
Кельвин – Фойгт теңдеулер жүйесi үшiн қойылған тура және керi есептер-
дiң әлсiз және әлдi шешiмдерiнiң глобалды немесе локалды бар болуы мен
жалғыздығын теориялық тұрғыдан зерттеу.

Зерттеу нысаны. Бiртектi және бiртектi емес сұйықтың ағындарын си-
паттайтын сызықты емес Кельвин-Фойгт теңдеулерi үшiн керi және тура
есептер мен p-Лапласианды псевдопараболалық теңдеу үшiн керi есептер.

Зерттеу әдiстерi. Диссертациялық жұмыста келесi заманауи әдiстердiң
тиiмдi комбинациялары қолданылды:
- Заманауи функционалдық әдiстер: априорлық бағалаулар әдiсi, компакты-
лық әдiсi, Соболев кеңiстiктерi теориясы, үзiлiссiз және компакттiлi енгiзу
теоремалары, интерполяциялық теңсiздiктер;
- Фаэдо – Галеркин әдiсi;
- монотондылық әдiс; - функционалдық анализдiң энергетикалық функция
әдiсi;
- тура және керi есептер жалпы теориясы;
- дербес туындылы дифференциалдық теңдеулердiң жалпы теориясы.

Теориялық және практикалық құндылығы. Керi және тура есептер
табиғатта, өндiрiсте немесе түрлi тәжiрибелiк сынамаларда зерттелетiн құ-
былыстың, үрдiстiң қажеттi сипаттамалары тiкелей бақылауға қол жетiмсiз
немесе ғылыми зерттеулердiң жобалық-құрастырмалық әзiрлемелерi қым-
бат болған жағдайда қолданылады. Сондықтан сызықтық және сызықтық
емес теңдеулер үшiн тура және керi есептердi шешудiң тиiмдi әдiстерiн жа-
сау, әсiресе, тұтқыр серпiмдi ньютондық және ньютондық емес сұйықтың
қозғалыс параметрiн қалпына келтiруде, инженерлiк эксперименталды зерт-
теулердi едәуiр жеңiлдетуде және алынған нәтижелердiң дәлдiгiн арттыруда
маңызды рөл атқарады.

Ғылыми жаңалығы. Қорғауға ұсынылған негiзгi нәтижелер. Дис-
сертациялық жұмыста бұрын зерттелiнбеген қойылымдағы есептер қарасты-
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рылып, жаңа нәтижелер алынды және қорғауға ұсынылды:
- Сызықты емес интегро-дифференциалдық Кельвин-Фойгт жүйесi үшiн

керi есебiнiң әлсiз және әлдi шешiмдерiнiң уақыт бойынша локалды бар болуы
мен жалғыздығы дәлелдендi;

- Сызықты интегро-дифференциалдық Кельвин-Фойгт жүйесi үшiн керi
есебiнiң әлсiз және әлдi шешiмдерiнiң уақыт бойынша глобалды бар болуы
мен жалғыздығы дәлелдендi;

- Оң жағы арнайы сызықты емес интегро-дифференциалдық Кельвин-
Фойгт жүйесi үшiн керi есебiнiң әлсiз және әлдi шешiмдерiнiң уақыт бойынша
локалды бар болуы мен жалғыздығы дәлелдендi;

- Глобалды шешiлiмдi болатын интегро-дифференциалдық Кельвин-
Фойгт жүйесi үшiн керi есебiнiң әлсiз және әлдi шешiмiнiң бар болуы мен
жалғыздығы дәлелдендi;

- Арнайы интегралдық қосымша шартпен берiлген сызықты емес
интегро-дифференциалдық Кельвин-Фойгт жүйесi үшiн керi есебiнiң әлсiз
және әлдi шешiмдерiнiң уақыт бойынша локалды бар болуы мен жалғызды-
ғы дәлелдендi;

- Сызықты емес жылу көзiмен берiлген p-Лапласианды псевдопарабола-
лық теңдеу үшiн керi есебiнiң әлсiз шешiмiнiң уақыт бойынша локалды және
глобалды бар болуы мен жалғыздығы дәлелдендi;

- Абсорбция мүшемен берiлген сызықты p-Лапласианды псевдопарабола-
лық теңдеу үшiн керi есебiнiң әлсiз шешiмiнiң уақыт бойынша локалды және
глобалды бар болуы мен жалғыздығы дәлелдендi;

- Бiртектi емес сұйықтықтар үшiн бастапқы тығыздығы кейбiр iшкi об-
лыстарда вакуумге айналатын Кельвин-Фойгт жүйесi үшiн бастапқы-шеттiк
есебiнiң әлдi шешiмiнiң бар болуы мен жалғыздығы, регулярлығы дәлелден-
дi.

Аппробация. Диссертациялық жұмыстың нәтижелерi
"Problems of modern mathematics and its Applications"конференциясында
(Бiшкек, Қырғызстан, 16-19 маусым, 2021), "Traditional international
April scientific conference in honor of the Day of Science Workers of
the Republic of Kazakhstan"конференциясында (Алматы, Қазақстан, 5-
7 сәуiр, 2022 және 2023 жыл), "Functional Analysis in Interdisciplinary
Applications"конференциясында (Анталия, Түркия, 2-7 қазан, 2023 жыл), әл-
Фараби атындағы Қазақ ұлттық университетi механика-математика факуль-
тетi математика кафедрасының ғылыми семинарында баяндама жасалынды
және талқылаудан өттi.

Ғылыми ережелердiң, қорытындылар мен нәтижелердiң сенiм-
дiлiгi мен негiздiлiгi белгiлi ғалымдардың бұрын алынған нәтижелерi
негiзiнде жүргiзiлген зерттеу жұмысында келтiрiлген егжей-тегжейлi дәлел-
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демелер арқылы, индекстелетiн халықаралық журналдардағы жарияланым-
дармен, сондай-ақ ғылыми қызметтiң негiзгi нәтижелерiн жариялау үшiн Қа-
зақстан Республикасы Ғылым және жоғары бiлiм министрлiгiнiң Бiлiм және
ғылым саласындағы бақылау комитетi ұсынған жарияланымдармен растала-
ды, сонымен бiрге конференция материалдарында расталады.

Жарияланымдар. Диссертациялық зерттеу жұмысының нәтижелерi
бойынша 13 жұмыс жарияланды, оның iшiнде:
- Clarivate Analytics Journal Citation Reports бойынша сәйкес бiрiншi, екiншi
және үшiншi квартильдерге (Q1, Q2 және Q3) енгiзiлген және/немесе Scopus
дерекқорында CiteScore процентилi 99, 68, 57 және 56 болатын ғылыми жур-
налдардағы 4 мақала;
–Қазақстан Республикасы Ғылым және жоғары бiлiм министрлiгiнiң Бiлiм
және ғылым саласында сапаны қамтамасыз ету комитетi ұсынған журнал-
дарда 3 мақала;
– халықаралық конференциялар жинағында 6 жарияланым.

Диссертацияның құрылымы. Диссертациялық жұмыс нормативтiк
сiлтемелерден, кiрiспеден, көмекшi нәтижелерден, негiзгi төрт бөлiмнен (әр
бөлiм бөлiмшелерден), қорытындыдан және пайдаланылған әдебиеттер тiзi-
мiнен тұрады. Диссертацияның көлемi 135 бет.

Диссертацияның мазмұны. Ұсынылып отырған диссертациялық жұ-
мыстағы кiрiспеде зерттеу тақырыбының өзектiлiгi мен ғылыми жаңалы-
ғы, теориялық және практикалық құндылығы, зерттеу әдiстерi келтiрiлген,
сондай-ақ, диссертациялық жұмыстың қысқаша мазмұны берiлген.

Көмекшi нәтижелер бөлiмiнде диссертациялық жұмыста алынған нәтиже-
лердi тұжырымдау үшiн математикалық және функционалдық анализ кур-
сынан, сұйық механикасы теориясынан белгiлi функционалдық кеңiстiктер
мен белгiлеулер енгiзiледi, сонымен қатар қажеттi анықтамалар, леммалар,
теоремалар, алгебралық және функционалдық теңсiздiктер келтiрiледi.

Бiрiншi бөлiмде сызықты емес интегро-дифференциалдық Кельвин-
Фойгт теңдеулер жүйесi үшiн керi есеп қарастырылады, оның әлдi және әлсiз
шешiмiнiң уақыт бойынша локалды бар болуы және жалғыздығы дәлелде-
недi, дәлелдеу барысында керi есептiң шешiмдiлiгiнiң қажеттi немесе жет-
кiлiктi шарттары алынады. Сондай-ақ, арнайы жағдайларда әлдi және әлсiз
шешiмiнiң уақыт бойынша глобалды бар болуы және жалғыздығы зерттелi-
недi.

Екiншi бөлiмде арнайы қосымша шартпен берiлген сызықты емес интегро-
дифференциалдық Кельвин-Фойгт теңдеулер жүйесi үшiн керi есеп қарасты-
рылады, оның әлдi және әлсiз шешiмiнiң уақыт бойынша локалды бар болуы
және жалғыздығы дәлелденедi, дәлелдеу барысында керi есептiң шешiмдiлi-
гiнiң қажеттi немесе жеткiлiктi шарттары алынады. Сондай-ақ, сызықты тең-
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деу мен оң жағы арнайы түрде болғанда әлдi және әлсiз шешiмiнiң уақыт
бойынша глобалды бар болуы және жалғыздығы зерттелiнедi.

Үшiншi бөлiмде р-Лапласианды псевдопараболалық теңдеу үшiн керi есеп
қарастырылады және әлсiз шешiмiнiң бар болуы мен жалғыздығы дәлел-
денедi, сонымен бiрге дәлелдеу барысында керi есептiң берiлгендерi қандай
шарттарды қанағаттандырады және қандай функционалдық кеңiстiкте жа-
тады деген секiлдi сұрақтарға жауап берiледi.

Төртiншi бөлiмде бiртектi емес cұйықтың қозғалысын сипаттайтын
Кельвин-Фойгт теңдеулер жүйесi үшiн бастапқы-шеттiк есеп қарастырылады
және әлдi шешiмiнiң бар болуы және жалғыздығы, регулярлығы дәлелденедi.

Қорытынды бөлiмде алынған нәтижелерге жалпылама шолу және сарап-
тамалық талдаулар жасалынады.

Автор отандық ғылыми кеңесшiсi – физика-математика ғылымдарының
кандидаты, доцент Х. Хомпышқа және шетелдiк ғылыми кеңесшiсi - PhD,
профессор Х.В. де Оливейраға диссертациялық жұмысты орындауда құнды
кеңестерi мен жан-жақты көмегi үшiн шынайы алғысын бiлдiредi.

13



3 Көмекшi нәтижелер

Диссертациялық жұмыста алынған нәтижелердi тұжырымдау үшiн келесi
функционалдық кеңiстiктер қолданылады.

Айталық, Ω ⊂ Rd шенелген облыс болсын. Ең алдымен Lp(Ω) Лебег
кеңiстiгi деп p дәрежесiмен интегралданатын өлшемдi функциялар кеңiстi-
гiн атайды, яғни u(x) ∈ Lp(Ω) функциясы∫

Ω

|u(x)|p dx < +∞

шартын қанағаттандырады, мұндағы p ⩾ 1. Сонымен қатар, Lp(Ω) Лебег
кеңiстiгi төменде енгiзiлген

∥u∥Lp(Ω) :=

∫
Ω

|u(x)|p dx

 1
p

немесе ∥u∥p,Ω :=

∫
Ω

|u(x)|p dx

 1
p

норма бойынша Банах кеңiстiгiн құрайды.
Сондай-ақ, H(Ω) Гильберт кеңiстiгi деп скаляр көбейтiндi анықтауға бо-

латын ақырсыз өлшемдi Евклид кеңiстiгiн атайды. Гильберт кеңiстiгiнiң қа-
рапайым мысалы ретiнде p = 2 жағдайда L2(Ω) Лебег кеңiстiгiн айтуға бо-
лады. Бұл L2(Ω) кеңiстiгiнде норма және скаляр көбейтiндi, сәйкесiнше,

∀f ∈ L2(Ω), ∥f∥2,Ω :=

∫
Ω

|f(x)|2 dx

 1
2

,

∀u, v ∈ L2(Ω), (u, v)2,Ω :=

∫
Ω

u(x)v(x)dx

өрнектерiмен анықталады.
Ал W k,p(Ω) Соболев кеңiстiгi деп k−реттi жалпылама туындысымен бiр-

ге Lp(Ω) кеңiстiгiне тиiстi өлшемдi функциялар кеңiстiгiн атайды және ол
төменде енгiзiлген норма бойынша

∥u∥W k,p(Ω) :=



( ∑
|α|⩽k

∫
Ω

|Dαu|p dx

) 1
p

, 1 ⩽ p <∞,

∑
|α|⩽k

ess sup
Ω

|Dαu| , p = ∞

Банах кеңiстiгiн құрайды, мұндағы k ⩾ 1 кез келген бүтiн сан, α− мульти-
индекс, Dα− мультииндекс бойынша жалпылама туынды. Егер p = 2 болса,
онда W k,2(Ω) кеңiстiгi Гильберт кеңiстiгiн құрайды және оны Hk(Ω) арқылы
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да белгiлейдi. Бұл кеңiстiкте скалярлық көбейтiндi келесi өрнекпен анықта-
лады:

∀u, v ∈ Hk(Ω), (u, v) :=
∑
|α|⩽k

(Dαu,Dαv) .

Ендi C∞
0 (Ω) арқылы шексiз реттi үзiлiссiз дифференциалданатын әрi

финиттi функциялар кеңiстiгiн белгiлейiк. Егер C∞
0 (Ω) кеңiстiгiн W k,p(Ω)

кеңiстiгiнiң нормасымен толықтыру жасасақ, онда W k,p
0 (Ω) Банах кеңiстiгi

алынады. Бұл кеңiстiкке түйiндес Банах кеңiстiгiн

W−k,p′(Ω) :=
(
W k,p

0 (Ω)
)∗
,
1

p
+

1

p′
= 1, p > 1

арқылы белгiлейдi.
Lp(0, T ;B) арқылы Бохнер бойынша интегралданатын, яғни u(x) ∈

Lp(0, T ;B) функциясы үшiн

T∫
0

∥u∥pB dt <∞

шарттын қанағаттандыратын өлшемдi функциялар кеңiстiгiн белгiлейдi,
мұндағы 1 ⩽ p және B Банах кеңiстiгi. Сонымен қатар, Lp(0, T ;B) кеңiстiгi
төменде енгiзiлген норма бойынша Банах кеңiстiгiн құрайды

∥u∥Lp(0,T ;B) :=

 T∫
0

∥u∥pB dt


1
p

Ендi диссертациялық жұмыста қолданылатын функционалдық тiзбектер-
дiң әлсiз, жұлдызша әлсiз және әлдi жинақтылықтардың анықтамаларына
тоқталайық.
Анықтама 3.1. (Әлдi жинақтылық) Егер {un}∞n=1 ⊂ Lp(Ω) тiзбегi мен u ∈
Lp(Ω) элементi келесi

lim
n→+∞

∥un − u∥p,Ω =

∫
Ω

|un − u|p dx

 1
p

= 0

шектiк теңдiктi қанағаттандырса, онда un тiзбегi u элементiне әлдi жи-
нақты деп атайды.
Анықтама 3.2. (Әлсiз жинақтылық) Егер {un}∞n=1 ⊂ Lp(Ω) тiзбегi мен
u ∈ Lp(Ω) элементi келесi

lim
n→+∞

⟨f, un⟩Lp(Ω) = ⟨f, u⟩Lp(Ω), кез келген f ∈ (Lp(Ω))∗
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шектiк теңдiктi қанағаттандырса, онда un тiзбегi u элементiне әлсiз
жинақты деп атайды, мұндағы ⟨·, ·⟩Lp(Ω)− Lp(Ω) және (Lp(Ω))∗ Банах
кеңiстiктерi арасындағы екiжақтылық жақшасы.
Ескерту 3.1. Сонымен бiрге, un тiзбегiнiң u элементiне Lp(Ω) кеңiстiгiнде
әлсiз жинақтылығын келесi түрде ықшамдап қайта жазуға болады

un ⇀ u әлсiз жинақты Lp(Ω)− де, n→ +∞.

Анықтама 3.3. (∗−әлciз жинақтылық) Егер {fn}∞n=1 ⊂ L∞(Ω) тiзбегi мен
f ∈ L∞(Ω) элементi келесi

lim
n→+∞

⟨fn, u⟩L∞(Ω) = ⟨f, u⟩L∞(Ω) кез келген u ∈ L1(Ω)

шектiк теңдiктi қанағаттандырса, онда fn тiзбегi f элементiне ∗−әлсiз
(жұлдызша әлсiз) жинақты деп атайды, мұндағы ⟨·, ·⟩L∞(Ω)− L∞(Ω) және
L1(Ω) Банах кеңiстiктерi арасындағы екiжақтылық жақшасы.
Ескерту 3.2. Сонымен қатар, fn тiзбегiнiң f элементiне L∞(Ω) кеңiстi-
гiнде ∗−әлсiз жинақтылығын келесi түрде ықшамдап қайта жазуға болады

fn
∗
⇀ f ∗−әлсiз жинақты L∞(Ω)− де, n→ +∞.

Теорема 3.1. Айталық, {un}∞n=1 тiзбегi Lp(Ω) рефлексивтi Банах кеңiстi-
гiнiң нормасымен бiрқалыпты шенелген болсын. Онда un тiзбегiнен Lp(Ω)
кеңiстiгiнде u элементiне әлсiз жинақталатын unk

iштiзбегiн бөлiп алуға
болады, яғни

unk
⇀ u әлсiз жинақты Lp(Ω)− де, n→ +∞.

Теорема 3.2. Айталық, {fn}∞n=1 тiзбегi L∞(Ω) сеперабель Банах кеңiстi-
гiнiң нормасымен бiрқалыпты шенелген болсын. Онда fn тiзбегiнен L∞(Ω)
кеңiстiгiнде f элементiне ∗−әлсiз жинақталатын fnk

iштiзбегiн бөлiп
алуға болады, яғни

fnk

∗
⇀ f ∗−әлсiз жинақты L∞(Ω)− де, n→ +∞.

Сондай-ақ, диссертациялық жұмыстағы қорытынды нәтижелердi дәлел-
деуде төмендегi алгебралық және функционалдық теңсiздiктер қолданыла-
ды.

Юнг теңсiздiгi. Кез келген a > 0, b > 0 және 1 < p, q < ∞, 1p +
1
q = 1

көрсеткiштерi үшiн

ab ⩽ εap +
(εp)−

q
p

q
bq

теңсiздiгi орынды, мұндағы ε кез келген оң еркiн тұрақты .
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Гельдер теңсiздiгi. Келесi 1 ⩽ p1, ..., pm ⩽ ∞, 1
p1
+ ... + 1

pm
= 1 дәреже-

лерi және uk(x) ∈ Lpk(Ω), k = 1, ...,m функциялары үшiн төмендегi теңсiздiк
орынды ∫

Ω

∣∣∣∣∣
m∏
k=1

uk(x)

∣∣∣∣∣ dx ⩽
m∏
k=1

∥uk(x)∥pk,Ω .

Минковсий теңсiздiгi. Кез келген f(x), g(x) ∈ Lp(Ω) функциялары
үшiн

∫
Ω

|f(x) + g(x)|p dx ⩽

∫
Ω

|f(x)|p dx

 1
p

+

∫
Ω

|f(x)|p dx

 1
p

теңсiздiгi орынды, мұндағы 1 ⩽ p ⩽ ∞.
Интерполяциялық теңсiздiк. Айталық, 1 ⩽ s ⩽ r ⩽ t ⩽ ∞ және

1

r
=
θ

s
+

1− θ

t
, θ ∈ (0, 1)

болсын. Сонымен қатар, u(x) ∈ Ls(Ω) ∩ Lt(Ω) болсын. Онда u(x) ∈ Lr(Ω)
функциясы үшiн келесi теңсiздiк орынды

∥u∥r,Ω ⩽ ∥u∥θs,Ω ∥u∥
1−θ
t,Ω .

Интегралдық Гронуолл теңсiздiгi Айталық, y(x) және f(x) функци-
ялары терiс емес, [a, b] аралығында үзiлiссiз функциялар болсын. Сондай-ақ,

y(x) ⩽ C1

x∫
0

y(τ)f(τ)dτ + C, a ⩽ x ⩽ b

теңсiздiгiн қанағаттандырсын, мұндағы C оң тұрақты. Онда y(x) функциясы
үшiн төмендегi бағалау орынды

y(x) ⩽ Ce

x∫
a

f(τ)dτ
.

Лемма 3.1 (Сызықты емес Гронуолл теңсiздiгi.). Айталық, y(x) :
R+ → [0,+∞) үзiлiссiз функциясы келесi бағалауы орынды

y(x) ⩽ C1

x∫
0

yµ(s)ds+ C2, x ∈ R+, µ > 1

теңсiздiгiн қанағаттандырсын, мұндағы C1 және C2 оң тұрақтылар. Онда
y(x) функциясы үшiн

y(x) ⩽ C2

(
1− (µ− 1)C1C

µ−1
2 x

)− 1
µ−1

, 0 ⩽ x < xmax :=
1

C1C
µ−1
2

.
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Лемма 3.2. Барлық p ∈ (1,∞) және δ ⩾ 0 мәндерiнде p және d тәуелдi
C1 және C2 тұрақтылары табылып, сонымен қатар барлық ξ, η ∈ Rd, d ⩾ 1
үшiн ∣∣|ξ|p−2ξ − |η|p−2η

∣∣ ⩽ C1|ξ − η|1−δ(|ξ|+ |η|)p−2−δ (3.1)

және (
|ξ|p−2ξ − |η|p−2η

)
· (ξ − η) ⩾ C2|ξ − η|2+δ(|ξ|+ |η|)p−2+δ. (3.2)

теңсiздiктерi орынды.
Ладыженская теңсiздiктерi. Кез келген u(x) ∈ W 1,2

0 (Ω) функциясы
үшiн келесi теңсiздiктер орынды

∥u∥44,Ω ⩽ 2 ∥u∥22,Ω ∥∇u∥
2
2,Ω , егер d = 2, (3.3)

∥u∥44,Ω ⩽

(
4

3

) 3
2

∥u∥2,Ω ∥∇u∥
3
2,Ω , егер d = 3, (3.4)

∥u∥6,Ω ⩽ (48)
1
6 ∥∇u∥2,Ω , егер d = 3. (3.5)

Сұйық механикасынан белгiлi келесi функционалдық кеңiстiктердiң анықта-
масын берейiк:

V := {u ∈ C∞
0 (Ω) : div u = 0}, (3.6)

H := L2(Ω) нормасы бойынша V тұйықталуы, (3.7)
Vp := W 1,p(Ω) нормасы бойынша V тұйықталуы. (3.8)

Лемма 3.3. Айталық, Ω ⊂ Rd шенелген облыс және оның ∂Ω липщиц
үзiлiссiз шекарасы болсын. Егер u ∈ W 1,r

0 (Ω) болса, онда келесi теңсiздiк-
тер орынды

∥u∥r∗,Ω ⩽ C(r, d) ∥∇u∥r,Ω , r∗ =
dr

d− r
, 1 ⩽ r < d, (3.9)

∥u∥q,Ω ⩽ C(r, q, d) ∥∇u∥W 1,r(Ω) , d ⩽ q <∞, r = d, (3.10)

[u]C0,α(Ω) ⩽ C(r, d) ∥∇u∥r,Ω , 0 < α ⩽ 1− d

r
, r > d. (3.11)

Сонымен қатар, келесi үзiлiссiз енгiзулер орынды

W 1,r(Ω) ↪→ Lq(Ω), егер 1 ⩽ q ⩽ r∗ және 1 ⩽ r < d,

W 1,r(Ω) ↪→ Lq(Ω), егер d ⩽ q <∞ және r = d,

W 1,r(Ω) ↪→ C0,α(Ω), егер α = 1− r

d
және r > d.

Сондай-ақ, төмендегi компактiлi енгiзулер орынды

W 1,r(Ω) ↪→↪→ Lq(Ω), егер 1 ⩽ q < r∗ және 1 ⩽ r < d,
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W 1,r(Ω) ↪→↪→ Lq(Ω), егер 1 ⩽ q <∞ және r = d,

W 1,r(Ω) ↪→↪→ C0,α(Ω), егер 0 < α ⩽ 1− d

r
және r > d.

Алдағы уақытта dr
d−r өрнегiн қысқаша r∗ арқылы белгiленедi, ал r = d

жағдайда r∗ = ∞−ға тең, мұндағы d > r.
Лемма 3.4. (Обэн-Лионс леммасы) Айталық, X, E және Y Банах
кеңiстiктерi болсын. Бұл Банах кеңiстiктерi X ↪→↪→ E ↪→ Y , сәйкесiн-
ше, компактiлi және үзiлiссiз енгiзулердi қанағаттандырса, онда келесi

Lr(0, T ;X) ∩
{
v : vt ∈ L1(0, T ;Y )

}
↪→↪→ Lr(0, T ;E), егер 1 ⩽ r ⩽ ∞, (3.12)

L∞(0, T ;X) ∩ {v : vt ∈ Lq(0, T ;Y )} ↪→↪→ C([0, T ];E), егер q ∈ (1,∞]. (3.13)

компактiлi енгiзулерi орынды.
Сондай-ақ, 3.3-леммада келтiрiлген Соболев теңсiздiктерiмен қоса келесi

пайдалы теңсiздiктер қолданылады.
Лемма 3.5. Айталық, Ω облысы Rd шенелген облыс және r ⩾ 1 болсын.
Егер ∂Ω шекарасы C0,1 класының элементi болса, онда ∀u ∈ W 2,r(Ω) ∩
W 1,r

0 (Ω) функциясы үшiн келесi теңсiздiктер орынды

∥∇u∥r∗,Ω ⩽ C(r, d)
∥∥D2u

∥∥
r,Ω
, (3.14)

1

C(r, d)
∥∆u∥r,Ω ⩽

∥∥D2u
∥∥
r,Ω

⩽ C(r, d) ∥∆u∥r,Ω . (3.15)

Егер ∂Ω шекарасы C1,1 класының элементi болса, онда ∀u ∈ W 2,r(Ω) ∩
W 1,r

0 (Ω) функциясы үшiн келесi теңсiздiктер орынды

∥∇u∥r∗,Ω ⩽ C(r, d) ∥∆u∥r,Ω , (3.16)

∥u∥C0,α(Ω) ⩽ C(r, d) ∥∆u∥r,Ω , 0 < α ⩽ 1− d

r∗
, 2r > d. (3.17)

Мұндағы |Dmu|,m ∈ N келесi өрнекпен анықталады

|Dmu| :=
∑
|γ|=m

∣∣∣∣ ∂|γ|u

∂γ1x1 · · · ∂
γd
xd

∣∣∣∣ , |γ| = γ1 + · · ·+ γd.

дербес жағдайда, |Du|2 = |∇u|2 және |D2u|2 = |∇ux1
|2 + · · · + |∇uxd

|2. Айта
кету керек, соңғы лемманың тармақтарында қолданылған C = C(r, d) бел-
гiлеулерi әр түрлi оң константалар болып есептелiнедi.

Диссертациялық жұмыста қарастырылатын тура есепте қысымды қалпы-
на келтiруге маңызды рөлге ие келесi де Рамм леммасын тоқталайық.
Лемма 3.6. Айталық, 1 < q <∞ және φ∗ ∈ W−1,q′(Ω) болсын. Егер

⟨φ∗, φ⟩ = 0, ∀ φ ∈ Vq
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болса, онда∫
Ω

p dx = 0 және ⟨φ∗, φ⟩ =
∫
Ω

p divφdx ∀φ ∈ W 1,q
0 (Ω).

шарттарын қанағаттандыратын жалғыз түрде p ∈ Lq(Ω) табылады. Со-
нымен қоса, C оң тұрақтысы үшiн келесi бағалау орынды

∥p∥q,Ω ⩽ C ∥φ∗∥W−1,q′(Ω) .

Мұнымен қоса, регуляр нәтижелер үшiн қажеттi Стокс операторының
анықтамасын келтiрейiк.

Келесi

A : H2(Ω) ∩ V −→ H

u 7−→ −µP
(
∆u
) (3.18)

шарттарын қанағаттандыратын A бейнелеуi Стокс операторы деп аталады,
мұндағы P : L2(Ω) → H Лере проекциясы. Бұл оператор

div u = 0, x ∈ Ω-де, (3.19)
− µ∆u = f −∇p, x ∈ Ω-де, (3.20)
u = 0, x ∈ ∂Ω-да (3.21)

стационарлық Стокс есебiнiң u шешiмi мен f сыртқы күштер арасындағы
сәйкестiктi орнатады. Лере проекциясының симметриялығынан келесi өрнек
тұжырымдалады

µ

∫
Ω

∇u : ∇φdx =

∫
Ω

A(u) · φdx ∀ u ∈ W 2,2(Ω) ∩ V, ∀ φ ∈ V. (3.22)

Эллиптикалық операторлар теориясынан белгiлi келесi нәтиженi кел-
тiрейiк.
Лемма 3.7. Айталық, Ω ⊂ Rd шенелген облыс және оның ∂Ω шека-
расы болсын, сонымен қатар ∂Ω бетi C2 класына тиiстi болсын. Егер
f ∈ Lr(Ω), r ∈ (1,∞) болса, онда (3.19)-(3.20) Стокс есебiн Ω−да барлық
дерлiк нүктеде қанағаттандыратын, сонымен қатар u ∈ W 2,r(Ω) және
p ∈ W 1,r(Ω),

∫
Ω p(x) dx = 0 қасиеттерге ие жалғыз (u, p) шешiмi табылады

және әрi келесi бағалауды

∥u∥W 2,r(Ω) + ∥p∥W 1,r(Ω) ⩽ C ∥f∥r,Ω . (3.23)

қанағаттандырады, мұндағы C = C(µ, r,Ω) оң тұрақты сан. Сондай-ақ, u
функциясы үшiн (3.21) шарт орынды.
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(3.23) өрнектен келесi бағалауды алуға болады∥∥D2u
∥∥
r,Ω

+ ∥∇p∥r,Ω ⩽ C ∥f∥r,Ω . (3.24)

(3.18) Стокс операторы мен f күш өрiсi арасындағы сәйкестiктi пайдаланып,
(3.24) өрнекте r = 2 жағдайында, төмендегi бағалау алынады∥∥D2u

∥∥
2,Ω

+ ∥∇p∥2,Ω ⩽ C ∥A(u)∥2,Ω . (3.25)
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4 Интегро-дифференциалдық Кельвин-Фойгт жүйесi үшiн керi
есептер

Бұл бөлiмде интегро-дифференциалдық теңдеулер жүйесi үшiн қойылған
керi есеп қарастырылады. Қарастырылып отырған керi есептiң әлсiз және әл-
дi шешiмдерiнiң уақыт бойынша локалды бар болуы мен жалғыздығы зерт-
телiнедi.

4.1. Сызықты емес интегро-дифференциалдық Кельвин-
Фойгт жүйесi үшiн керi есеп

4.1.1 Есептiң қойылымы
Айталық, Ω ⊂ Rd, d ⩾ 2 шенелген облыс және оның ∂Ω жатық шекарасы

болсын. ΓT = ∂Ω × [0, T ] бүйiр бетiмен анықталған QT = Ω × [0, T ], T > 0
цилиндрiнде (u(x, t), p(x, t), f(t)) функциялар үштiгiн анықтауға арналған,
сығылмайтын тұтқыр серпiмдi сұйықтықтардың ағынын сипаттайтын

ut − κ∆ut − ν∆u + (u · ∇)u −
t∫

0

K(t− s)∆u(x, s)ds−∇p = f(t)g(x, t)

(4.1)

интегро-дифференциалдық Кельвин-Фойгт теңдеулер жүйесiн,

divdivdiv u(x, t) = 0, (x, t) ∈ QT (4.2)

сығылмайтын сұйықтық теңдеуiн,

u(x, 0) = u0(x), x ∈ Ω (4.3)

бастапқы шартын,
u(x, t) = 0, (x, t) ∈ ΓT (4.4)

сырғанау шекаралық шартын және∫
Ω

uωωωdx = e(t), t ∈ [0, T ] (4.5)

қосымша шартты қанағаттандыратын керi есептi қарастырайық, мұндағы
u(x, t) = (u1, u2, ..., ud)− сұйықтың жылдамдығы мен p(x, t)− сұйықтың
қысымы, ал ν және κ оң сандары, сәйкесiнше, сұйықтың кинематикалық
тұтқырлық және релаксациясының коэффициенттерi, F(x, t) := f(t)g(x, t)
вектор функциясы сыртқы күштердiң тығыздығын, ал f(t) сыртқы күштер-
дiң интенсивтiлiгiн сипаттайды. Сондай-ақ, u0(x), ωωω(x), g(x, t), K(t) белгiлi
функциялар.

Ғылыми әдебиеттерде (4.1)-(4.2) теңдеулер жүйесiн интегро-
дифференциалдық Кельвин-Фойгт [4] теңдеулер жүйесi кейде Осколков
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теңдеулер жүйесi [42] деп те атайды. Физикалық жағынан мұндай теңдеулер
жүйесi сығылмайтын тұтқыр ньютондық емес сұйықтың ағынын сипаттай-
ды. (4.1)-(4.2) теңдеулер жүйесiнiң толыққанды физикалық негiздемесiн
және математикалық моделiн [1, 3, 4, 34,59] жұмыстардан көруге болады.

Сондай-ақ, (4.1)-(4.2) теңдеулер жүйесiнде сыртқы күштердiң тығыздығы
F(x, t) = f(t)g(x, t) шамасы белгiлi болғанда тура есеп деп аталады және
олар көптеген авторлардың жұмысында қарастырылған [3, 42,46].

Тек u0 бастапқы жылдамдық пен f(t)g(x, t) сыртқы күштердiң шамала-
ры белгiлi болғанда ғана iзденуге рұқсат етiлетiн тура есептердi теориялық
тұрғыдан зерттеу маңызды болып табылады. Алайда, математикалық модел-
дiң жалпы үдерiсi белгiлi болып, бiрақ физикалық үдерiс жердiң астында,
жоғары температуралы ортада болып жатқанда, немесе физикалық үдерiсте
параметрдi тiкелей өлшеу мүмкiн емес болғанда, немесе нақты бiр параметрi
белгiсiз (мысалы, f(t) сыртқы күштердiң интенсивтiлiгi) болғанда керi есеп-
тердiң [5] маңызды екенiн аңғаруға болады.

Кеңiстiктiк айнымалыдан тәуелдi f(x) функциясын қалпына келтiруге ар-
налған оң жағы F(x, t) := f(x)g(x, t) түрiндегi сызықты (конвективтi мүшесi
жоқ) (4.1)-(4.2) теңдеулер жүйесi үшiн

T∫
0

uw(t)dt = a(x),

T∫
0

∇pw(t)dt = b(x), x ∈ Ω,

қосымша шарттарды қанағаттандыратын керi есеп K(t) ̸= 0 жағдайда [60]
жұмыста, ал K(t) = 0 жағдайда [51] жұмыста қарастырылды. Жылдам-
дық векторымен бiрге K(t) өзегiн анықтауға арналған(4.1)-(4.2) теңдеулер
жүйесi үшiн (4.5) қосымша шартпен қойылған керi есеп [52] жұмыста қарас-
тырылған. Осы секiлдi әртүрлi Кельвин-Фойгт теңдеулерi үшiн керi есептер
[51, 52, 54, 55, 60, 61] жұмыстарда зерттелiндi. Егер (4.1)-(4.2) теңдеулер жүй-
есiнде κ = 0 және K(t) = 0 болса, онда классикалық Навье-Стокс жүй-
есi шығады. Навье-Стокс және оған қатысты гидродинамиканың теңдеулер
жүйесi үшiн керi есептер [5, 26,27,31,32,62–64] жұмыстарда қарастырылды.
Анықтама 4.1. (4.1)-(4.5) керi есебiнiң әлсiз шешiмi деп
1 u ∈ L∞(0, T ;H1(Ω)) ∩ L2(0, T ;H1(Ω)), ut ∈ L2(0, T ;H1(Ω)), f(t) ∈

L2[0, T ];
2 Ω−да барлық дерлiк жерде u(0) = u0 бастапқы шартты;
3 Кез келген φφφ ∈ H1(Ω) және барлық t ∈ (0, T ) үшiн төмендегi интеграл-
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дық тепе-теңдiктi

d

dt

(
(u(t),φφφ)2,Ω + κ (∇u(t),∇φφφ)2,Ω

)
+ ν (∇u(t),∇φφφ)2,Ω =

f(t) (g(t),φφφ)2,Ω − ((u(t) · ∇)u(t),φφφ)2,Ω−
t∫

0

K(t− s) (∇u(s),∇φφφ)2,Ω ds.

(4.6)

қанағаттандыратын (u(x, t), f(t)) функциялар жұбын атайды.
Анықтама 4.2. (4.1)-(4.5) керi есебiнiң әлдi шешiмi деп
1 u ∈ L∞(0, T ;H1(Ω) ∩ H2(Ω)) ∩ L2(0, T ;H1(Ω) ∩ H2(Ω)), ut ∈

L2(0, T ;H2(Ω)), f(t) ∈ L2[0, T ];
2 әрбiр теңдеудi сәйкес облыстарда барлық дерлiк жерде қанағаттандыра-

тын
(u(x, t), f(t)) функциялар жұбын атайды.
Ескерту 4.1. Әдеттегiдей, әлсiз шешiмiнiң анықтамасында p қысым ту-
ралы мағлұмат келтiрiлмеген. Оны [65] мақаладағыдай u және f функци-
ялары белгiлi болғаннан кейiн 3.6-лемманы қолданып, (4.2) теңдеуден бiр-
мәндi қалпына келтiруге болады.
Керi есептi эквиваленттi локалды емес тура есепке келтiру

Айталық, есептердiң берiлгендерi келесi шарттарды қанағаттандырсын
дейiк.

u0(x) ∈ H1(Ω); (4.7)

∃k0 ∈ R : 0 < k0 <∞, |g0(t)| =
∣∣∣(g(t),ωωω)2,Ω∣∣∣ ⩾ k0 > 0, ∀t ⩾ 0; (4.8)

g(x, t) ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)); (4.9)

ωωω(x) ∈ H1(Ω), e(t) ∈ W 1
2 ([0, T ]); (4.10)

(u0,ωωω)2,Ω = e(0); (4.11)

K(t) ∈ L2([0, T ]) : ∥K(t)∥L2([0,T ]) ≡ K0 <∞. (4.12)

Ендi (4.1) теңдеудi ωωω(x) функциясына көбейтiп және Ω облыс бойынша инте-
гралдайық. Алынған өрнектi бөлiктеп интегралдап, сондай-ақ (4.5) қосымша
және (4.8) шартты қолдансақ, онда f(t) функциясы келесi түрде анықталады

f(t) =
1

g0(t)

(
e′(t) + κ (∇ut(t),∇ωωω)2,Ω + ν (∇u(t),∇ωωω)2,Ω−

((u(t) · ∇)ωωω,u(t))2,Ω +

t∫
0

K(t− s) (∇u(s),∇ωωω)2,Ω ds

 := F1(u, t).

(4.13)
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Мұнан соң, (4.13) өрнектi (4.1) теңдеуге қойғансақ, онда белгiсiз u және p
функцияларын табуға арналған

ut − κ∆ut − ν∆u + (u · ∇)u −
t∫

0

K(t− s)∆u(s)ds−∇p =

F1(u, t)g(x, t), divdivdivu(x, t) = 0, (x, t) ∈ QT ,

(4.14)

теңдеулер жүйесiн, (4.3) бастапқы және (4.4) шекаралық шарттарды қанағат-
тандыратын локалды емес тура есеп алынады, мұндағы F1(u, t) = f(t) функ-
циясы (4.13) өрнекпен анықталады. Демек, (4.1)-(4.5) керi есебiн, сәйкесiнше,
(4.14), (4.3)-(4.4) локалды емес тура есепке алып келдiк.

Керi есеп пен локалды емес тура есептiң эквиваленттiлiгi жөнiнде келесi
лемма орынды.
Лемма 4.1. Айталық, (4.8)-(4.11) шарттар орындалсын. Демек, (4.1)-
(4.5) керi есебi (4.14), (4.3)-(4.4) локалды емес тура есебiне эквиваленттi,
яғни (u, p, f) функциялары (4.1)-(4.5) керi есебiнiң шешiмi болса, онда (u, p)
жұбы (4.14), (4.3)-(4.4) локалды емес тура есебiнiң шешiмi болып табыла-
ды және керiсiнше, (u, p) функциялары (4.14), (4.3)-(4.4) локалды емес тура
есебiнiң шешiмi болса, онда ол (4.13) өрнекпен анықталған f(t) функциясы-
мен бiрге (4.1)-(4.5) керi есебiнiң шешiмiн бередi.
Ескерту 4.2. (4.14), (4.3)-(4.4) локалды емес тура есебiнiң әлсiз және әлдi
шешiмiнiң анықтамасы 4.1 және 4.2-анықтамаға ұқсас түрде берiледi.
Дәлелдеуi 1. Шын мәнiнде, лемманың дәлелдеуiнiң бiрiншi бөлiгi (4.1)-
(4.2) теңдеулер жүйесiнен (4.14) теңдеудi алуда дәлелдендi.

Ендi екiншi бөлiгiн дәлелдейiк. Айталық, (u, p) функциялар жұбы (4.14),
(4.3)-(4.4) локалды емес тура есебiнiң шешiмi болсын. Екiншi жағынан,
(u, p) функциялар жұбы (4.13) өрнегiмен анықталған f(t) функциясымен
бiрге (4.1)-(4.4) өрнектердi қанағаттандырады. Олай болса, (u, p, f) функ-
циялары (4.1)-(4.5) керi есебiнiң шешiмi екенiн дәлелдеу үшiн (4.5) қосымша
шарттың орынды екенiн көрсету жеткiлiктi.

Керi жорып, яғни (4.5) қосымша шарт орындалмасын деп ұйғарайық,
яғни

(u(t),ωωω)2,Ω = e1(t), t ∈ [0, T ] (4.15)

болсын, мұндағы t ⩾ 0 үшiн e1(t) ̸= e(t). Шешiмнiң анықтамасы мен (4.10),
(4.15) шарттардан e1(t) ∈ W 1

2 ([0, T ]) орындалады, сонымен қатар (4.11)
үйлесiмдiлiк шарттарынан төмендегi нәтиже қорытылады

e1(0) = (u(0),ωωω)2,Ω = e(0).

Ендi (4.14) өрнекке ωωω функциясын көбейтiп және бөлiктеп интегралдау
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өрнегiн қолданып, сонымен бiрге (4.15) шартты ескерсек, онда

e′1(t) + κ (∇ut(t),∇ωωω)2,Ω + ν (∇u(t),∇ωωω)2,Ω+
t∫

0

K(t− s) (∇u(t),∇ωωω)2,Ω ds =
1

g0(t)

(
e′(t) + κ (∇ut(t),∇ωωω)2,Ω+

ν (∇u(t),∇ωωω)2,Ω +

t∫
0

K(t− s) (∇u(s),∇ωωω)2,Ω ds

 (g,ωωω)2,Ω

(4.16)

теңдiгi шығады, сондай-ақ (4.8) шарттан E(t) = e1(t) − e(t) функциясы
үшiн келесi Коши есебi алынады{

E ′(t) = 0,

E(0) = e1(0)− e(0) = 0,
(4.17)

және одан t ⩾ 0 үшiн e1(t) ≡ e(t) тұжырымдалады.

4.1.2 Керi есептiң әлсiз шешiмiнiң бар болуы
Алдағы уақытта 4.1-лемма бойынша (4.1)-(4.5) керi есебiнiң орнына (4.14),

(4.3)-(4.4) локалды емес тура есебiнiң шешiмдiлiгi зерттелiнедi.
Теорема 4.1. Айталық, (4.7)-(4.12) шарттар орындалсын және қандай да
бiр m оң саны табылып келесi шарт орындалсын

κ
k20

sup
t∈[0,T ]

∥g(t)∥22,Ω ∥ωωω∥
2
H1(Ω) ⩽ m < 2. (4.18)

Онда ақырлы T1 ∈ (0, T ] уақыты табылып, (4.14), (4.3)-(4.4) локалды емес
тура есебiнiң QT1

цилиндрiнде кемiнде бiр әлсiз шешiмi табылады, мұндағы
T1 мәнi төменде (4.35) өрнекпен анықталады. Сондай-ақ, әлсiз шешiм келесi
априорлық бағалауды қанағаттандырады

∥u∥2L∞(0,T1;L2(Ω)∩H1(Ω)) + ∥u∥2L2(0,T1;H1(Ω)) + ∥ut∥2L2(0,T1;L2(Ω)∩H1(Ω)) ⩽ C, (4.19)

мұндағы C есептiң берiлгендерiнен тәуелдi тұрақты.
Ескерту 4.3. 4.1-Теоремадағы (4.18) шарт (4.5) қосымша шартқа қаты-
сты бағалаулар алу кезiнде пайда болды.
Дәлелдеуi 2. Теореманы дәлелдеу үшiн Фаэдо-Галеркин әдiсi қолданылады:
ең алдымен жуық шешiмдер құрылып, оған бағалаулар алынады және шекке
көшу дәлелденедi.

Галеркиндiк жуықтау. Айталық, {φφφk}k∈N функциялары H кеңiстi-
гiнiң элементтерiнен құралған, L2(Ω) кеңiстiгiнде ортогональ және сызы-
қтық комбинациялары H1(Ω) кеңiстiгiнде барлық жерде тығыз жүйе бол-
сын. Өлшемi n−ге (n ∈ N) тең және φφφk, k = 1, . . . , n жүйесiнiң сызықтық
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комбинациясынан тұратын Xn кеңiстiгiн қарастырайық. Кез келген n ∈ N
үшiн (4.1)-(4.4), (4.13) есептiң жуық шешiмi келесi түрде iзделiнедi

un(x, t) =
n∑

j=1

cnj (t)φφφj(x), φφφj ∈ Xn, (4.20)

мұндағы cnj (t), j = 1, ..., n коэффициенттерi белгiсiз және төмендегi жай
дифференциалдық теңдеулер (ЖДТ) жүйесiнiң шешiмi болып табылады

d

dt

(
(un(t),φφφk)2,Ω + κ (∇un(t),∇φφφk)2,Ω

)
+ ν (∇un(t),∇φφφk)2,Ω−

((un(t) · ∇)φφφk,u
n(t))2,Ω = −

t∫
0

K(t− s) (∇un(s),∇φφφk)2,Ω ds+

F1(u
n, t) (g(t),φφφk)2,Ω ,

(4.21)

мұндағы k = 1, 2, . . . , n және

F1(u
n, t) =

1

g0

(
e′(t) + κ (∇un

t (t),∇ωωω)2,Ω + ν (∇un(t),∇ωωω)2,Ω−

((un(t) · ∇)ωωω,un(t))2,Ω +

t∫
0

K(t− s) (∇un(s),∇ωωω)2,Ω ds

 .
(4.22)

Ендi (4.21) ЖДТ жүйесiн келесi бастапқы шарттармен толықтырайық

un(0) = un
0 , x ∈ Ω, (4.23)

мұндағы

un
0 =

n∑
j=1

(
u0,φφφj

)
2,Ω
φφφj

функциясы L2(Ω) ∩ H1(Ω) кеңiстiгiндегi функционалдық тiзбек болып та-
былады және

un
0(x) → u0(x) әлдi жинақты L2(Ω) ∩H1(Ω)-де n→ ∞. (4.24)

Жай дифференциалдық теңдеулер теориясы бойынша (4.21)-(4.23) Коши
есебiнiң [0, t0] аралығында cnj (t) шешiмi локалды бар болады. Төменде, апри-
орлық бағалаулар арқылы Коши есебiнiң шешiмiн [0, T0] ⊂ [0, T ] кеңейтуге
болатынын көруге болады, мұндағы [0, T0]− априорлық бағалаулар орынды
болатын максималды аралық.

Априорлық бағалаулар. (4.21) жүйесiнiң k−теңдеуiн cnk(t) және d cnk (t)
d t

көбейтiп, k бойынша 1-ден n−ге шейiн қосындыласақ, сәйкесiнше, келесi
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теңдiктер алынады

1

2

d

dt

(
∥un(t)∥22,Ω + κ ∥un(t)∥2H1(Ω)

)
+ ν ∥un(t)∥2H1(Ω) =

−
t∫

0

K(t− s) (∇un(s),∇un(t))2,Ω ds+ F1(u
n, t) (g,un(t))2,Ω

(4.25)

ν

2

d

dt
∥un(t)∥2H1(Ω) + ∥un

t (t)∥
2
2,Ω + κ ∥un

t (t)∥
2
H1(Ω) =

((un(t) · ∇)un
t (t),u

n(t))2,Ω −
t∫

0

K(t− s) (∇un(s),∇un
t (t))2,Ω ds+

F1(u
n, t) (g(t),un

t (t))2,Ω .

(4.26)

Жоғарыдағы (4.25) және (4.26) теңдiктердi бiрiктерсек, онда

1

2

d

dt

(
∥un(t)∥22,Ω + (ν + κ) ∥un(t)∥2H1(Ω)

)
+ ν ∥un(t)∥2H1(Ω)+

∥un
t (t)∥

2
2,Ω + κ ∥un

t (t)∥
2
H1(Ω) = −

t∫
0

K(t− s) (∇un(s),∇un(t))2,Ω ds−

t∫
0

K(t− s) (∇un(s),∇un
t (t))2,Ω ds+ F1(u

n, t) (g(t),un(t))2,Ω+

F1(u
n, t) (g(t),un

t (t))2,Ω + ((un(t) · ∇)un
t (t),u

n(t))2,Ω :=
5∑

i=1

Ii.

(4.27)

өрнегi алынады. Соңғы (4.27) өрнектiң оң жағына Гельдер және Юнг
теңсiздiктерiн қолданып келесiдей бағалайық

|I1| ⩽
ν

2
∥un(t)∥2H1(Ω) +

K2
0

2ν

t∫
0

∥un(s)∥2H1(Ω) ds; (4.28)

|I2| ⩽
ε1
4
∥un

t (t)∥
2
H1(Ω) +

K2
0

ε1

t∫
0

∥un(s)∥2H1(Ω) ds; (4.29)
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|I3| ⩽ |F1| ∥g(t)∥2,Ω ∥u
n(t)∥2,Ω ⩽

∥g(t)∥2,Ω ∥un(t)∥2,Ω
k0

[|e′(t)|+

κ ∥un
t (t)∥H1(Ω) ∥ωωω∥H1(Ω) + ∥ωωω∥H1(Ω)

(
ν ∥un(t)∥H1(Ω) + ∥un(t)∥24,Ω+

K0

 t∫
0

∥un(s)∥2H1(Ω) ds


1
2


 ⩽

(ε2
2
+
ε3
2

)
∥un(t)∥22,Ω+

κ2

2ε2k20
∥g(t)∥22,Ω ∥ωωω∥

2
H1(Ω) ∥u

n
t (t)∥

2
H1(Ω) +

∥g(t)∥22,Ω
2ε3k20

[
|e′(t)|2 + ∥ωωω∥2H1(Ω)×ν2 ∥un(t)∥2H1(Ω) + C2 ∥un(t)∥4H1(Ω) +K2

0

t∫
0

∥un(s)∥2H1(Ω) ds

 ,

(4.30)

|I4| ⩽
(ε2
2
+
ε3
2

)
∥un

t (t)∥
2
2,Ω +

κ2

2ε2k20
∥g(t)∥22,Ω ∥ωωω∥

2
H1(Ω) ∥u

n
t (t)∥

2
H1(Ω)+

∥g(t)∥22,Ω
2ε3k20

[
|e′(t)|2 + ∥ωωω∥2H1(Ω)

(
C2 ∥un(t)∥4H1(Ω)+

ν2 ∥un(t)∥2H1(Ω) +K2
0

t∫
0

∥un(s)∥2H1(Ω) ds

 ,
(4.31)

|I5| ⩽ ∥un
t (t)∥H1(Ω) ∥u

n(t)∥24,Ω ⩽
ε1
4
∥un

t (t)∥
2
H1(Ω) +

C2(Ω)

ε1
∥un(t)∥4H1(Ω) . (4.32)

Осылайша, алынған (4.28)-(4.32) теңсiздiктердi (4.27) өрнектiң оң жағына
қойғанда келесi дифференциалдық теңсiздiк шығады

d

dt

(
1 + ∥un(t)∥22,Ω + (ν + κ) ∥un(t)∥2H1(Ω)

)
+ ν ∥un(t)∥2H1(Ω)+

α ∥un
t (t)∥

2
2,Ω + β ∥un

t (t)∥
2
H1(Ω) ⩽

C1

t∫
0

(
1 + ∥un(t)∥22,Ω + (ν + κ) ∥un(t)∥2H1(Ω)

)
ds+

C2

(
1 + ∥un(t)∥22,Ω + (ν + κ) ∥un(t)∥2H1(Ω)

)2
+

C3

(
1 + ∥un(t)∥22,Ω + (ν + κ) ∥un(t)∥2H1(Ω)

)
+ C4(t),

(4.33)

мұндағы

α := 2

(
1− ε2 + ε3

2

)
; β := 2

(
κ − ε1

2
− κ3

ε2k20
sup
t∈[0,T ]

∥g(t)∥22,Ω ∥ωωω∥
2
H1(Ω)

)
;

29



C1 :=
1

ν + κ

(
K2

0

ν
+

2K2
0

ε1
+

2K2
0

ε3k20
sup
t∈[0,T ]

∥g(t)∥22,Ω ∥ωωω∥
2
H1(Ω)

)
;

C2 :=
2C2

(ν + κ)2

(
1

ε1
+

1

ε3k20
sup
t∈[0,T ]

∥g(t)∥22,Ω ∥ωωω∥
2
H1(Ω)

)
;

C3 :=
1

ν + κ

(
ε3 + ε2 +

2ν2

ε3k20
sup
t∈[0,T ]

∥g(t)∥22,Ω ∥ωωω∥
2
H1(Ω)

)
;

C4(t) :=
2

ε3k20
sup
t∈[0,T ]

∥g(t)∥22,Ω |e
′(t)|2 .

Ендi ε2 =
2eε − 1

eε
; ε3 =

sin ε

eε
; ε ∈

(
0,
π

2

)
таңдасақ және ε1−дiң сәйкес мәнi

үшiн
κ
k20

sup
t∈[0,T ]

∥g(t)∥22,Ω ∥ωωω∥
2
H1(Ω) ⩽ m < 2 теңсiздiгiнiң жоғарғы шекарасын

m−нен 2−ге дейiн кеңейтуге болады. Алайда, ε1 саны m > 2 болатындай
таңдалмауы керек, себебi α > 0 болғандығынан ε2 < 2.
Ендi (4.33) өрнектi s бойынша 0−ден t−ға шейiн интегралдап, (4.24) өр-
нектi қолдансақ, келесi интегралдық теңсiздiкке келемiз

z(t) + ν ∥un∥2L2(0,T ;H1(Ω)) + α ∥un
t ∥

2
L2(QT )

+ β ∥un
t ∥

2
L2(0,T ;H1(Ω)) ⩽

C5

t∫
0

z2(s)ds+ C6,
(4.34)

мұндағы
z(t) := 1 + ∥un(t)∥22,Ω + (ν + κ) ∥un(t)∥2H1(Ω) ;

C5 = max {C1T + C3;C2} ; C6 = ∥u0∥22,Ω + (κ + ν) ∥u0∥2H1(Ω) +

t∫
0

C4(s)ds.

Әрi қарай z(t) функциясы үшiн 3.1-леммадағы сызықтық емес Гронуолл
теңсiздiгiн қолданғанда (4.34) өрнектен

0 ⩽ t ⩽ T1 < T⋆ :=
1

C5C6
. (4.35)

уақыт аралығы үшiн келесi бағалау орынды

z(t) ⩽
C6

1− C5C6t
≡ K1 <∞. (4.36)

Демек, кез келген t ⩽ T1 < T⋆ үшiн (4.36) өрнектен келесi бағалау орынды
екенiн көруге болады

∥un(t)∥22,Ω + (ν + κ) ∥un(t)∥2H1(Ω) ⩽ K1. (4.37)
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(4.37) бағалауды (4.34) өрнектiң оң жағына қолданып және t ∈ [0, T1] бой-
ынша супремум алғанда келесi априорлық бағалау тұжырымдалады

sup
t∈[0,T1]

(
∥un(t)∥22,Ω + ∥un(t)∥2H1(Ω)

)
+ ∥un∥2L2(0,T1;H1(Ω)) + ∥un

t ∥
2
L2(QT1

)+

∥un
t ∥

2
L2(0,T1;H1(Ω)) ⩽ C := C(ν,κ, α, β, T1, K1, C5, C6).

(4.38)

Шектiк көшу. Жоғарыдағы (4.20) өрнекпен анықталған un жуық ше-
шiмi (4.19) априорлық бағалауды қанағаттандырады. Бұдан un тiзбегiнiң
unk iштiзбегi табылып, ол келесi ∗−әлсiз және әлсiз жинақтылықтар-
дың орынды екенiн көруге болады. Ескерер жәйт, шектiк көшудi дәлелдеуде
ыңғайлылық үшiн unk iштiзбегiн un арқылы белгiлеуi қолданылады.

un ⇀ u әлсiз жинақты L2(0, T1;H
1(Ω))-де n→ ∞, (4.39)

un ⇀ u ∗−әлсiз жинақты L∞(0, T1;H
1(Ω))-де, n→ ∞, (4.40)

un
t ⇀ ut әлсiз жинақты L2(0, T1;H

1(Ω))-де, n→ ∞. (4.41)

Сонымен қатар, (4.19) априорлық бағалаудан келесi тұжырымдар орынды

un тiзбегi L2(0, T1;W
1,2
0 (Ω))-де бiрқалыпты шенелген, (4.42)

un
t тiзбегi L2(QT1

)-де бiрқалыпты шенелген. (4.43)

Сонымен бiрге, W1,2
0 (Ω) ↪→↪→ L2(Ω) компактiлi енгiзуi және Обэн-Лионс

леммасын бойынша келесi әлдi жинақтылық шығады

un −→ u әлдi жинақты L2(0, T1;L
2(Ω))-де, n→ ∞. (4.44)

Айталық, ζ(t) ∈ C∞
0 ([0, T1]) болсын. (4.21) өрнектi ζ(t) функцияға көбейтiп,

0 мен T1 аралығында интегралдасақ, онда төмендегi өрнек орынды

∫
QT1

un
t ·φφφkζ dxdt+ κ

T1∫
0

(∇un
t ,∇φφφkζ)2,Ω dt+

∫
QT1

(un · ∇)un ·φφφkζ dxdt+

ν

T1∫
0

(∇un,∇φφφkζ)2,Ω dt =

T1∫
0

t∫
0

K(t− s) (∇un(s),∇φφφkζ)2,Ω dsdt+

T1∫
0

F1(u
n, t)

∫
Ω

gφφφkζ dx dt, k ∈ {1, . . . , n}.

(4.45)

Сондай-ақ, k−ны бекiтiп және (4.39)-(4.44) нәтижелердi қолданып, (4.45)
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өрнектен n→ ∞ шекке көшсек, онда төмендегi өрнек тұжырымдалады

∫
QT1

ut ·φφφkζ dxdt+ κ
T1∫
0

(∇ut,∇φφφkζ)2,Ω dt+

∫
QT1

(u · ∇)u ·φφφkζ dxdt+

ν

T1∫
0

(∇u,∇φφφkζ)2,Ω dt =

T1∫
0

t∫
0

K(t− s) (∇u(s),∇φφφkζ)2,Ω dsdt+

T1∫
0

F1(u, t)

∫
Ω

gφφφkζ dx dt, k ∈ {1, . . . , n}.

(4.46)

Соңғы теңдiктегi конвективтi мүше үшiн келесi шектiк көшудi орынды

(un · ∇)un ⇀ (u · ∇)u әлсiз жинақты L2(QT1
)-де, n→ ∞. (4.47)

Шын мәнiнде, (4.47) өрнектi интеграл арқылы жазсақ, онда төмендегi
түрде болады∫

QT1

[(un · ∇)un − (u · ∇)u] dxdt =

∫
QT1

[(un − u) · ∇]un dxdt−
∫
QT1

(u · ∇)(un − u) dxdt,

бұл өрнекке Гелдер теңсiздiгiн (4.19) мен (4.44) өрнектерiмен бiрге қол-
данғанда оң жағындағы бiрiншi интегралдың мәнi нөлге жинақтылатынын
аңғаруға болады:∫

QT1

[(un − u) · ∇]un dxdt ⩽∥un − u∥L2(QT1
)∥un∥L2(0,T1;H1(Ω)) ⩽

√
C∥un − u∥L2(QT1

) −→ 0, егер n→ ∞.

Ал, (4.39) өрнектiң және u ∈ L2(QT1
) әсерiнен екiншi интеграл нөлге бара-

ды. Аналогты түрде локалды емес мүше үшiн де келесi шектiк көшу орын-
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ды
T1∫
0

F1(u
n, t)

∫
Ω

gφφφkζ dxdt =

T1∫
0

1

g0(t)

[
e′(t) + κ (∇un

t ,∇ωωω)2,Ω + ν (∇un,∇ωωω)2,Ω−

((un · ∇)ωωω,un)2,Ω +

t∫
0

K(t− s) (∇un(s),∇ωωω)2,Ω ds

∫
Ω

gφφφkζ dxdt ⇀

T1∫
0

F (u, t)

∫
Ω

gφφφkζ dxdt жинақты L2([0, T1])-де, n→ ∞.

Соңғы өрнекте екiншi мүше (4.41) өрнектiң, үшiншi мүше (4.39) өрнек-
тiң, бесiншi мүше (4.40) өрнектiң әсерiнен жинақты. Сондай-ақ, бiрiншi
мүше тривиалды түрде, ал төртiншi мүше (4.47) өрнектiң әсерiнен жи-
нақты. (4.46) теңдеу сызықты болғандықтан кез келген φφφ1, . . . ,φφφn функ-
цияларының ақырлы сызықтық комбинациясы мен ζ ∈ C∞

0 ([0, T1]) шартын
қанағаттандыратын φφφζ ∈ L2(0, T1;H

1(Ω)) функциясы үшiн де орынды бо-
лып қалады. Мұнымен қоса, (4.46) өрнектегi [0, T1] аралығындағы интеграл
астындағы барлық қосылғыштар t айнымалысы бойынша үзiлiссiз функция
болып табылады. Демек, барлық дерлiк t ∈ [0, T1] және φφφ ∈ V үшiн келесi
интегралдық теңдiк алынды∫

Ω

[
ut(t) +

(
u(t) · ∇

)
u(t)

]
φφφdx+ ν (∇u(t),∇φφφ)2,Ω+

κ (∇ut(t),∇φφφ)2,Ω =

t∫
0

K(t− s) (∇u(s),∇φφφ)2,Ω ds+

F1 (u, t)

∫
Ω

g(t)φφφdx.

(4.48)

4.1-Теореманың дәлелдеуi бiттi.
Бұл бөлiмшеде қарастырылып отырған керi есептiң әлдi шешiмiнiң бар болуы
зерттелiнедi.

4.1.3 Керi есептiң әлдi шешiмiнiң бар болуы
Теорема 4.2. Айталық, 4.1-Теореманың шарттары орындалсын. Мұнымен
қоса, бастапқы функция үшiн келесi шартты орынды болсын

u0(x) ∈ H1(Ω) ∩H2(Ω). (4.49)

Олай болса, (4.14), (4.3)-(4.4) локалды емес тура есебiнiң QT1
цилиндрiнде

кемiнде бiр әлдi шешiмi бар болады. Сонымен қатар, (4.1)-(4.5) керi есебiнiң
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де кемiнде бiр жалпылама әлдi шешiмi бар болады және ол (4.19) бағалауға
қоса

∥u∥2L∞(0,T1;H1∩H2(Ω)) + ∥ut∥2L2(0,T1;H1∩H2(Ω)) ⩽ C <∞. (4.50)

бағалау орынды болады, мұндағы T1 мәнi (4.35) өрнектен белгiлi және C
есептiң берiлгендерiнен тәуелдi тұрақты.
Дәлелдеуi 3. Жалпылама әлдi шешiмнiң бар болуын дәлелдеу үшiн арнайы
базис, нақтырақ айтқанда, (4.14), (4.3)-(4.4) локалды емес тура есеп үшiн

∆̃φφφk := −P∆φφφk = λk φφφk, φφφk(x) ∈ H1(Ω) ∩H2(Ω) (4.51)

түрiнде Стокс операторы үшiн қойылған спектралды есептiң меншiктi
функциялары қолданылады, мұндағы P : L2(Ω) → H(Ω) Лере проекциясы.
Сондай-ақ, {φφφk}

∞
k=1 жүйесi H кеңiстiгiнде ортогональ және H1(Ω)∩H2(Ω)

кеңiстiгiнде ортонормаланған жүйенi құрайды [66], [67].
Олай болса, әлсiз шешiм үшiн алынған барлық априорлық бағалаулар әлдi

шешiмге де орынды. 4.2-теореманы толық дәлелдеу үшiн ∆un мен ∆un
t−ға

априорлық бағалаулар алсақ жеткiлiктi.
Сөйтiп, (4.21) өрнектi λk

d cnk (t)
d t −ға көбейтiп, k бойынша 1−ден n−ге

шейiн қосындыласақ, онда келесi өрнек шығады
ν

2

d

dt

∥∥∥∆̃un(t)
∥∥∥2
2,Ω

+ κ
∥∥∥∆̃un

t (t)
∥∥∥2
2,Ω

+ ∥un
t (t)∥

2
H1(Ω) =

−
(
(un(t) · ∇)un(t), ∆̃un

t (t)
)
−

t∫
0

K(t− s)
(
∆̃un(s), ∆̃un

t (t)
)
2,Ω
ds+

F1(u
n, t)

(
g,−∆̃un

t (t)
)
2,Ω

≡ I6,

(4.52)

мұндағы F (un, t) функциясы (4.22) өрнегiмен анықталады және төмендегi
бағалауды қанағаттандырады

|F1|2 ⩽
5

k20

[
|e′(t)|2 + ∥ωωω∥2H1(Ω)

(
κ2 ∥un

t (t)∥
2
H1(Ω) + ν2 ∥un(t)∥2H1(Ω)+

C4(Ω) ∥un(t)∥4H1(Ω) +K2
0

t∫
0

∥un(s)∥2H1(Ω) ds

 . (4.53)

Гельдер мен Юнг теңсiздiктерiн және (4.53) бағалауды бiрге қолданып,
I6−тi бағалайық

|I6| ⩽
κ
2

∥∥∥∆̃un
t (t)
∥∥∥2
2,Ω

+
3

2κ

[
C ∥un(t)∥2V1(Ω)

∥∥∥∆̃un(t)
∥∥∥2
2,Ω

+

K2
0

t∫
0

∥∥∥∆̃un(s)
∥∥∥2
2,Ω
ds+ |F1|2 ∥g(t)∥22,Ω

 . (4.54)
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(4.54) бағалауды (4.52) теңдiкке ескергенде, келесi теңсiздiк қорытылады

ν
d

dt

∥∥∥∆̃un(t)
∥∥∥2
2,Ω

+ κ
∥∥∥∆̃un

t (t)
∥∥∥2
2,Ω

+ ∥un
t (t)∥

2
H1(Ω) ⩽

3

κ

[
C ∥un(t)∥2H1(Ω)∥∥∥∆̃un(t)

∥∥∥2
2,Ω

+K2
0

t∫
0

∥∥∥∆̃un(s)
∥∥∥2
2,Ω
ds+ |F1|2 ∥g(t)∥22,Ω

 . (4.55)

Ендi (4.55) өрнектi s бойынша 0−ден t−ға шейiн интегралдап және әлсiз
шешiм үшiн алынған априорлық бағалауларды қолдансақ, төмендегi инте-
гралдық теңсiздiк алынады

ν
∥∥∥∆̃un(t)

∥∥∥2
2,Ω

+ κ
t∫

0

∥∥∥∆̃un
t (s)

∥∥∥2
2,Ω
ds ⩽ C8 + C9

t∫
0

ν
∥∥∥∆̃un(s)

∥∥∥2
2,Ω
ds, (4.56)

мұндағы

C8 := ν
∥∥∥∆̃u0

∥∥∥2
2,Ω

+
3

κ
∥g∥2L∞(0,T ;L2(Ω))

T1∫
0

|F1(s)|2 ds <∞,

C9 :=
3

νκ

(
C(Ω) sup

t∈[0,T1]

∥un(t)∥2H1(Ω) +K2
0T

)
<∞.

Мұнан кейiн, (4.56) өрнекке Гронуолл леммасын қолданғанда,∥∥∥∆̃un(t)
∥∥∥2
2,Ω

⩽
1

ν
C8e

C9T1, ∀t ∈ (0, T1) (4.57)

бағалауы қорытылады. Егер (4.56) өрнектiң екi жағынан t ∈ [0, T1] бойынша
супремум алып және (4.57) бағалауды қолдансақ, онда төмендегi бағалау
тұжырымдалады

sup
t∈[0,T1]

∥∥∥∆̃un(t)
∥∥∥2
2,Ω

+
∥∥∥∆̃un

t

∥∥∥2
L2(QT1

)
⩽ C := C(ν,κ, C8, C9, T1) <∞. (4.58)

4.1.4 Шешiмнiң жалғыздығы
Теорема 4.3. Айталық, 4.1-Теореманың шарттары орындалсын. Сонымен
қатар, u1 мен u2 функциялары (4.1)-(4.4), (4.13) есебiнiң бiрдей берiлгендерi
үшiн u1 мен u2 әлсiз (әлдi) шешiмi болсын. Онда барлық (x, t) ∈ QT ∗ үшiн
(4.1)-(4.4), (4.13) есебiнiң әлсiз (әлдi) шешiм жалғыз болады, яғни u1 ≡ u2,
мұндағы T ∗− әлсiз (әлдi) шешiмнiң бар болуының максималды уақыты.
Дәлелдеуi 4. u2 және u1 үшiн (4.14) теңдеудi жазып және оларды бiр-
бiрiн азайтып, шыққан нәтиженi сәйкесiнше u := u1 − u2 және ut функ-
цияларына L2(Ω) кеңiстiгiнде скаляр көбейткенде, сәйкес келесi өрнектер
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алынады

1

2

d

dt

(
∥u(t)∥22,Ω + κ ∥u(t)∥2H1(Ω)

)
+ ν ∥u(t)∥2H1(Ω) =

− ((u(t) · ∇)u1(t),u(t))2,Ω −
t∫

0

K(t− s) (∇u(s),∇u(t))2,Ω ds+

1

g0(t)

[
κ (∇ut(t),∇ωωω)2,Ω + ν (∇u(t),∇ωωω)2,Ω + ((u(t) · ∇)ωωω,u1(t))2,Ω+

((u2(t) · ∇)ωωω,u(t)) +

t∫
0

K(t− s) (∇u(s),∇ωωω)2,Ω ds

 (g(t),u(t))2,Ω ,

(4.59)

ν

2

d

dt
∥u(t)∥2H1(Ω) + ∥ut(t)∥22,Ω + κ ∥ut(t)∥2H1(Ω) =

− ((u(t) · ∇)u1(t),ut(t))2,Ω − ((u2(t) · ∇)u(t),ut(t))2,Ω−
t∫

0

K(t− s) (∇un(s),∇un
t (t))2,Ω ds+

1

g0(t)

[
κ (∇ut(t),∇ωωω)2,Ω+

ν (∇u(t),∇ωωω)2,Ω + ((u(t) · ∇)ωωω,u1(t))+

((u2(t) · ∇)ωωω,u(t)) +

t∫
0

K(t− s) (∇u(s),∇ωωω)2,Ω ds

 (g(t),ut(t))2,Ω

(4.60)
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Соңғы алынған теңдiктердi қоссақ, онда төмендегi нәтиже шығады

1

2

d

dt

(
∥u(t)∥22,Ω + (ν + κ) ∥u(t)∥2H1(Ω)

)
+ ν ∥u(t)∥2H1(Ω)+

∥ut(t)∥22,Ω + κ ∥ut(t)∥2H1(Ω) = −((u(t) · ∇)u1(t),u(t))2,Ω+

((u(t) · ∇)u1(t),ut(t))2,Ω + ((u2(t) · ∇)u(t),ut)2,Ω−
t∫

0

K(t− s) (∇u(s),∇u(t))2,Ω ds+
1

g0(t)

[
κ (∇ut(t),∇ωωω)2,Ω+

ν (∇u(t),∇ωωω)2,Ω + ((u(t) · ∇)ω,u1(t))2,Ω + ((u2(t) · ∇)ωωω,u(t))+
t∫

0

K(t− s) (∇u(s),∇ω)2,Ω ds

 (g(t),u(t))2,Ω+

t∫
0

K(t− s)∇un(s)∇un
t (t)ds−

1

g0(t)

[
κ (∇ut,∇ωωω)2,Ω+

ν (∇u(t),∇ωωω)2,Ω + ((u(t) · ∇)ωωω,u1(t)) + ((u2(t) · ∇)ωωω,u(t))+
t∫

0

K(t− s) (∇u(s),∇ωωω)2,Ω ds

 (g,ut(t))2,Ω =
7∑

i=1

Ri.

(4.61)

Гельдер мен Юнг теңсiздiктерiнiң көмегiмен (4.59) өрнектiң оң жағындағы
қосылғыштарды бағалайық

|R1| =
∣∣∣− ((u(t) · ∇)u1(t), u(t))2,Ω

∣∣∣ ⩽ ∥u1(t)∥H1(Ω) ∥u(t)∥
2
4,Ω ⩽

C(Ω) ∥u1(t)∥H1(Ω) ∥u(t)∥
2
H1(Ω) ,

(4.62)

|R2| ⩽ ∥u(t)∥4,Ω ∥u1(t)∥H1(Ω) ∥ut(t)∥4,Ω ⩽

ε0
8
∥ut(t)∥2H1(Ω) +

2C2

ε0
∥u1(t)∥2H1(Ω) ∥u(t)∥

2
H1(Ω) ,

(4.63)

|R3| ⩽ ∥u2(t)∥4,Ω ∥u(t)∥H1(Ω) ∥ut(t)∥4,Ω ⩽

ε0
8
∥ut(t)∥2H1(Ω) +

2C2

ε0
∥u2(t)∥2H1(Ω) ∥u(t)∥

2
H1(Ω) ,

(4.64)

|R4| ⩽ ∥u(t)∥H1(Ω)K0

 t∫
0

∥u(s)∥2H1(Ω) ds


1
2

⩽

ν

2
∥u(t)∥2H1(Ω) +

K2
0

2ν

t∫
0

∥u(s)∥2H1(Ω) ds,

(4.65)
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|R5| ⩽
∥g(t)∥2,Ω ∥u(t)∥2,Ω

k0
∥ω∥H1(Ω)

[
κ ∥ut(t)∥H1(Ω) + ν ∥u(t)∥H1(Ω)+

∥u(t)∥H1(Ω) ∥u1(t)∥H1(Ω) + ∥u2(t)∥H1(Ω) ∥u(t)∥H1(Ω)+

K0

 t∫
0

∥un(s)∥2H1(Ω) ds


1
2

 ⩽
∥g(t)∥22,Ω

2k20
∥u(t)∥22,Ω+

∥ω∥2H1(Ω)

2

[
ν ∥u(t)∥2H1(Ω) + ∥u(t)∥2H1(Ω) ∥u1(t)∥2H1(Ω)+

∥u(t)∥2H1(Ω) ∥u2(t)∥2H1(Ω) +K2
0

t∫
0

∥u(s)∥2H1(Ω) ds

+

ε0
8
∥ut(t)∥2H1(Ω) +

2κ2

ε0k20
∥g(t)∥22,Ω ∥ω∥

2
H1(Ω) ∥u(t)∥

2
2,Ω

(4.66)

|R6| ⩽ ∥ut(t)∥H1(Ω)K0

 t∫
0

∥u(s)∥2H1(Ω) ds


1
2

⩽

ε0
8
∥ut(t)∥2H1(Ω) +

2K2
0

ε0

t∫
0

∥u(s)∥2H1(Ω) ds,

(4.67)

|R7| ⩽
∥g(t)∥2,Ω ∥ut(t)∥2,Ω

k0
∥ωωω∥H1(Ω)

[
κ ∥ut(t)∥H1(Ω) + ν ∥u(t)∥H1(Ω)+

∥u(t)∥H1(Ω) ∥u1(t)∥H1(Ω) + ∥u2(t)∥H1(Ω) ∥u(t)∥H1(Ω)+

K0

 t∫
0

∥un(s)∥2H1(Ω) ds


1
2

 ⩽
ε1
4
∥ut(t)∥22,Ω +

∥g(t)∥22,Ω ∥ω∥
2
H1(Ω)

ε1k20
·

[
ν ∥u(t)∥2H1(Ω) + ∥u(t)∥2H1(Ω) ∥u1(t)∥2H1(Ω) + ∥u(t)∥2H1(Ω) ∥u2(t)∥2H1(Ω)+

K2
0

t∫
0

∥u(s)∥2H1(Ω) ds

+
ε1
4
∥ut(t)∥22,Ω+

κ2 ∥ωωω∥2H1(Ω)

ε1k20
∥g(t)∥22,Ω ∥ut(t)∥2H1(Ω)

(4.68)

Алынған (4.62)-(4.68) бағалауларды (4.61) өрнекке қойғанда, келесi диффе-
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ренциалдық теңсiздiк алынады
d

dt

(
∥u(t)∥22,Ω + (κ + ν) ∥u(t)∥2H1(Ω)

)
+ ν ∥u(t)∥2H1(Ω) + α ∥ut(t)∥2H1(Ω)+

β ∥ut(t)∥22,Ω ⩽ a1 ∥u(t)∥2H1(Ω) + a2

t∫
0

∥u(s)∥2H1(Ω) ds+ a3 ∥u(t)∥22,Ω ,

(4.69)

мұндағы

α := 2

(
κ − ε0

2
− κ2

ε1k20
sup
t∈[0,T ]

∥g(t)∥22,Ω ∥ωωω∥
2
H1(Ω)

)
, β := 2

(
1− ε1

2

)
;

a1 := 2C sup
t∈[0,T ∗]

∥u1(t)∥2,Ω +
4C2

ε0
sup

t∈[0,T ∗]

∥u1(t)∥22,Ω +
4C2

ε0
sup

t∈[0,T ∗]

∥u2(t)∥22,Ω+

+

2 sup
t∈[0,T ]

∥g(t)∥22,Ω ∥ωωω∥
2
H1(Ω)

ε1k20
+ ∥ωωω∥2H1(Ω)

×

(
ν2 + sup

t∈[0,T ∗]

∥u1(t)∥22,Ω + sup
t∈[0,T ∗]

∥u2(t)∥22,Ω

)
;

a2 :=
K2

0

ν
+ ∥ωωω∥2H1(Ω)K

2
0 +

2 sup
t∈[0,T ]

∥g(t)∥22,Ω ∥ωωω∥
2
H1(Ω)

ε1k20
K2

0 +
4K2

0

ε0
;

a3 :=
1

k20
sup
t∈[0,T ]

∥g(t)∥22,Ω
(
1 +

4κ2

ε0
∥ωωω∥2H1(Ω)

)
.

Ендi ui, i = 1, 2, функциялары және әлсiз шешiм үшiн алынған бағалауларда
κ
k20

sup
t∈[0,T ]

∥g(t)∥22,Ω ∥ωωω∥
2
H1(Ω) ⩽ m < 2 шарты кезiндегi εi, i = 0, 1 сәйкес мәнiн-

де α, β, a1, a2, a3 коэффициенттерi оң және ақырлы болып табылады. Олай
болса, (4.69) өрнектi τ бойынша 0−ден t ∈ [0, T ∗]−ға шейiн интегралдасақ,
онда келесi теңсiздiк қорытылады

y(t) ⩽ a

t∫
0

y(τ)dτ, (4.70)

мұндағы

y(t) := ∥u(t)∥22,Ω + (κ + ν) ∥u(t)∥2H1(Ω) , a := max

{
1

κ + ν
(a1 + Ta2), a3

}
.

4.3-теореманың шарты мен Гронуолл леммасы бойынша (4.70) өрнектен
t ∈ [0, T ∗] үшiн y(t) ≡ 0 тұжырымдалады, яғни u1 ≡ u2.
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